Ganzzahlige Diagonalen eines Quaders - Euler-Ziegel

Es gibt Quader, dessen langste Seite 1584 mm grof} ist und dessen Diagonalen auf den Flidchen
ganzzahlig sind.
Welcher von diesen Quadern hat die kiirzeste Kantenlénge?

Aufgabe der Serie 56, Nr.669 von Thomas Jahre, Chemnitz, vom 26. Mirz 2021

Loésung
Gesucht sind zwei pythagoreische Tripel, von denen die Zahl 1584 vorgegeben ist. Der indische
Mathematiker Brahmagupta (ca. 598 - ca. 668 n.Chr.) hat eine Methode entwickelt, um diese
Tripel zu finden. Er nahm eine natiiliche Zahl a, quadrierte sie und teilte a® durch eine natiiliche
Zahl d, bildete die Differenz % — d, halbierte den Ausdruck und definierte damit die Zahl

112 _
b= 72 ...(1). Wenn b ganzzahlig ist, so erélt man mit b+d = c...(2) die pythagoreischen Tripel
(a,b,c).

Beweis: Mit (2) ist d=c—1b .(3),
EQ —(c—
(3) in (1) b= 23 Y 2. b= _ctbh
b+c:caf2b, (b+c)-(c—b)=a?
2 —b =d? A+ =7 wzbw.

Die Zahlen a und b sind Langenangaben von Katheten, die Zahl c ist die Lange der Hypotenuse
eines rechtwinkligen Dreiecks.

Wenn a = 1584 ist, so liefert der Befehl in Geogebra

Sortiere(Ent ferneUnde finiert(Folge(Wenn((1584%/i — i)/2 < 1584 A Mod((1584%/i —
i)/2,1) == 0 A (15842 /i —14)/2 # 0, (1584% /i —i)/2),4,1,1584,1)))

alle natiirlichen Zahlen b = (138,187, 320,462, 513, 660, 812, 1020, 1188, 1365, 1430). Die Tabelle
zeigt alle ganzzahligen Werte fiir b und d.
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d a b= %gd
704 1584 1430
726 1584 1365
792 1584 1188
864 1584 1020
968 1584 812
1056 1584 660
1152 1584 513
1188 1584 462
1296 1584 320
1408 1584 187
1452 1584 138

Die elf Werte von b miissen nun noch miteinander kombiniert werden, so dass wieder eine ganze
Zahl entsteht. Dies gelingt mit dem Befehl

Folge(Folge((Element(I1,i)? + Element(l1, §)?)%5,4,1, Lange(I1)), 4,1, Linge(I1)).

Es zeigt sich, dass in der ausgegebenen Matrix nur zwei ganze Zahlen stehen, 562 und 1037.
Es entsteht 1037 aus 1037 = v/1872 4+ 10202 und 562 aus 562 = /4622 + 3202.

Damit sind zwei Quader gefunden, deren Seitendiagonalen ganzzahlige Werte aufweisen. Diese
Quader werden Euler-Ziegel genannt. Es sind die Quader mit den Seitenldngen

Q1(a = 1584,b = 187,¢ = 1020) und Q2(a = 1584,b = 462, ¢ = 320).

Der Quader mit der kiirzesten Seitenénge ist Quader @1 mit b = 187 (alle Angaben in mm).



Ein Euler-Ziegel ist ein Quader, bei dem die Léngen der Kanten und Flichendiagonalen ganzzah-
lige Werte haben. Er wird von drei Dreiecken aufgespannt, deren Kantenldngen Pythagoreische
Tripel sind, und deren rechte Winkel an einer Ecke zusammenstofien. Ein FEuler-Ziegel ist primi-
tiv, wenn die drei Kantenléngen keinen gemeinsamen Teiler haben. Er ist perfekt, wenn auch die
Raumdiagonalen ganzzahlige Werte annehmen. Dieser Ziegel wurde aber noch nicht gefunden.
Wenn es ihn gibt, miisste seine kleinste Kante groBer als 107 m sein.
Ein kurzes Python-Programm berechnet alle Euler-Ziegel unter 1 m Kantenldnge. Es braucht
dafiir fast 6% Minuten.
import math
n = 1000
print("{\n{}'. format('|a|b|c|d1|d2|d3]|", )
for a in range(l,n +1):
for binrange(a+1,n+1):
for cin range(b+1,n+1):
if math.sqrt(a=*2+ b %x2)%1 == 0 and math.sqrt(a « *2 + ¢ * *2)%1 == 0 and
math.sqrt(b* *2 + cx x2)%1 ==0:

dl = int(math.sqrt(a * *2 + b x x2))

d2 = int(math.sqrt(a x %2 + ¢ x x2))

d3 = int(math.sqrt(b * %2 4 ¢ * x2))

print("{: 23{: 3}{: 2}{: 2}{: 3}{: 2}{: 2}{: 3}{: 2}{: 2} {: 4} {: 2} {: 2} {: 4}{: 2}{: 2}{: 4}

{: 2}’.f0rmat(’]’, a,// ’/ ‘/’ b,” 7/ ’/’ C,” ’/ |/’ dl," ’/ |/’ d2,// ’/ |/’ d3,/ |/)>
Die Tabelle zeigt alle primitiven Euler-Ziegel mit Kantenldngen unter 1 m (Angaben in mm).
e b e |d | d | ds |

44 | 117 | 240 | 125 | 244 | 267 |
85 | 132 | 720 | 157 | 725 | 732 |
140 | 480 | 693 | 500 | 707 | 843 |
160 | 231 | 792 | 281 | 808 | 825 |
240 | 252 | 275 | 348 | 365 | 373 |

Ingmar Rubin, Berlin , hat mit einem Python-Programm Euler-Ziegel mit Kantenldngen bis zu
fast 8 m gefunden.

Fm———— Fm————— Fm————— Fm————— Fm————— to————— +
a | b | ¢ | d1 | 42 | d3 |
Fm———— Fm———— e Fm———— Fm———— Fo———— +
117 | 44 | 240 | 125 | 244 | 267 |
240 | 252 | 275 | 348 | 373 | 365 |
234 | 88 | 480 | 250 | 488 | 534 |
480 | 504 | 550 | 696 | 746 | 730 |
140 | 480 | 693 | 500 | 843 | 707 |
351 | 132 | 720 | 375 | 732 | 801 |
132 | 85 | 720 | 167 | 725 | 732 |
231 | 160 | 792 | 281 | 808 | 825 |
720 | 756 | 825 | 1044 | 1119 | 1095 |
468 | 176 | 960 | 500 | 976 | 1068 |
960 | 1008 | 1100 | 1392 | 1492 | 1460 |
1100 | 1008 | 1155 | 1492 | 1533 | 1595 |
585 | 220 | 1200 | 625 | 1220 | 1335 |
1200 | 1260 | 1375 | 1740 | 1865 | 1825 |
280 | 960 | 1386 | 1000 | 1686 | 1414 |
702 | 264 | 1440 | 750 | 1464 | 1602 |
264 | 170 | 1440 | 314 | 1450 | 1464 |
462 | 320 | 1584 | 562 | 1616 | 1650 |
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