Gerechte Flichenteilung im Fiinfeck

Die Punkte A(1|0), B, C und D(0|1) liegen auf einem Vierteleinheitskreisbogen k£ um den Mit-
telpunkt M.

a) Wie lang ist die Strecke a = M P, damit in dem Fiinfeck M ABCD die Summe der beiden
blauen und roten Flidcheninhalte gleich ist?

b) Bei welchem Wert von a werden dann die Flicheninhalte beider blauer Flichen maximal?
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Aufgabe von Andreas Grieser, Greifswald, vom 24. April 2021

Loésung

M a P F A

a) Der Mittelpunkt M des Kreisbogens wird in den Koordinatenursprung gelegt.
Die Punkte P, B, und C haben die Koordinaten P (a|0), B (xg|h2), C (zc|h1).

Da B,Cekundr=1 B (cos alsin a), C (cos B|sin B).

Weiterhin ist cos B = cos (90° — a), cos B = sin q,

und sin = sin (90° — a), sin 3 = cos a,

so dass C (sin alcos a).

Damit sind die Koordinaten aller fiinf Punkte bestimmt, die Fliachen konnen berechnet werden.

Es ist A =1%-a-cosa (1),
Ay=35-(1—a) -sina (2),

hs = x¢ Ag = %usina (3),

und mit Ay=3%-(xp-(ys —yc) + x5 (yo —yp) + zc - (yp — yB));

yp =0 Ay =5 (a-(sin a — cos a) + cos’a — sin*a) ..(4).

Bei Fliachengleichheit ist A+ Ay = Ag + Ay,

mit (1), (2) 3-a-cosa+3-(1—a) sina,

mit (3), (4) =1-sina+ % (a-(sin a—cos a)+ cos?a — sin’a),

|-2 a-cos a+sin a—a - sin o = sin a+a - sin a—a- cos a+ cos*a — sina
2-a-cosa—2-a-sin a=cos’a — sin’a,

a:%sm @) a=1-(cos a+ sin a) .(5).




Wenn 0° < a < 45°, so haben mit a =
Inhalte.

1+ (cos a+ sin a) die blauen und roten Flichen gleiche

notwendige Bedingung: (A1 + As)'(a) =0,
(A1 + A2)(ov,a) = 3 -a-cos a+ 3 (1—a) - sin a,
mit (5) (A1 4+ Ag)(a) = 1 - (cos a+ sin @) - cos a+ 5 - (1 — 5 - (cos o+ sin @)) - sin a,
(A1 4+ Ag)(a) = - cos’a+7 - sin - cos a+5-sina—1 - sin o cos a—1-sina,
(A1 + A2) (@) = § - cos’a+ L - sin o — L - sin’a,
(A1 + A2) (@) = =% - cos a- sin a+ 5 - cos a—3 - sin a - cos a,
(A1 + A2)/ (@) = —cos a-sin a+ 3 - cos a,
0:—cosa-5ina+%-cosa, Sina:%, ap = 30°.
hinreichende Bedingung: (41 + A2)"(ag) # 0,
(A1 + A2)" () = sin® a — cos’a — 1 - sin a,
(A1 + A42)"(30°) = 1 — 3 — 1 (A1 + A42)"(30°) = =3 < 0 = Maux.
Wenn a = 30°, haben die beiden blauen und roten Fldchen ihren maximalen Inhalt. Der Wert
von a ist a:%-(%'\/g—i-%), a:f(l—i-\/g).
Die einzelnen Fliachen haben einen Inhalt von
wit () Av=dh-(14vE) -1 VE, A=l G4V,
mt(Q)  A=}-(-1-(04vE)} &=i-(-1-1vE),
ha= ks (69,
: _ 1.1 _ 1
mit (3) Az =33, Az =17,
mit ) A= (5 (V8 (VB + )
A4=?(?(1+\/§)'1§ (1-v3)+3), L
Ay=5-(3-(1=3)+3), Ay=35-(—3+3)
_ 1.1 _1
Ar=31 Ay =3
Probe: A1+A2:A3+A4, %(3+\/§)+%(3*\/§):i+%,
%.(3+3):%7 %:% w.A.
Bei einem Wert von a = %- (1 + \/g) LE erreichen die blauen und roten Flachen einen maximalen
Gesamtinhalt von jeweils A = % E.
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