Fliacheninhalt eines Hexagons

In einem Hexagon sind drei Lingenangaben gegeben. Jeweils zwei gegeniiberliegende Seiten ver-
laufen parallel zueinander und alle Seiten sind gleich lang.
Welchen Flidcheninhalt besitzt das Hexagon?
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Aufgabe von Presh Talwalkar, im MindYourDecisions-Kanal, vertffentlicht am 20. Oktober 2020

Loésung

a) Die Strecke g wird auf die x-Achse gelegt, der Punkt F' befindet sich im Koordinatenursprung.
Die Strecken e = 192 und f = 195 werden so verschoben, dass zwei #hnliche, rechtwinklige
Dreiecke AGSF und ACSH entstehen, wobei e = e; +e2 und f = f; + fo. Es ergeben sich die
die Winkel <CFG = a und <HCF = (3.
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Dann ist % = éa % = 102
192-e; —e? =195 f1 — f2,  f#—195-f1+192-¢1—¢3 =0,
f11,2 :%i\/%—192-61+e%’

S, =10 +1../1952 - 768 ¢ + 4 - 2 (1)




Vermutung: Damit die Strecke f ganzzahlig wird, sollten auch die Strecken f; und e; ganzzahlig
werden. Die Tabelle zeigt die ganzzahligen Losungen von (1).

el f1 fo €9 Bemerkung

66 63 132 126 entfallt, da fo > e;
66 132 66 126 entfillt, da fo = e;
92 80 115 100 entfallt, da fo > e
92 115 80 100

100 80 115 92 entfallt, da fo > e;
100 115 80 92

126 63 132 66 entfallt, da fo > e;
126 132 63 66

Drei Losungen bleiben iibrig.

Die Strecken a1, as und g kénnen bestimmt werden.

Im Dreieck AGCF ist a? + e = g2, .(2),
im Dreieck AHCF ist a3+ f? = g* ..(3),
(2)=(3) a? +e? = a3 + f2, a? = f? —262+a§ .(4).
Aus der Ahnlichkeit, s.o., ist ‘;—i = %, a3 = (ﬁ) -a? ..(5),
2
(5) in (4) d=fot(2)ah = f(") (6),
€1
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(6) in (5) a2 = (L) . fi(é)’ ag =1L 1f(fze)2 (7).
€1 el
Weiterhin ist mit (6) g% =a? +é?, g = f2oe? 2 ..(8).
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Werden die drei Losungen von a) in (6) und (7) eingesetzt, entstehen nur im Fall von e; = 92
und fy = 80 ganzzahlige Werte von a1 und ae, sie sind a; = 69 und as = 60. Die Strecke g hat

dann eine Linge von g= \/1952_19%2 + 1922, g= \/11612 + 36864,
1-(5) 1-(35)
g:\/%-1161+36864, g = /5299 1 36864,
g = /41625, g=15-185 ..(9).
Fiir weitere Betrachtungen werden die Gleichungen (10) und (11) benotigt
cos = (10), cos = ¢ ~.(11).

Die Seitenlénge a = as + a4 des Hexagons kann ermittelt werden.

a3 o s B
Der Punkt M ist der Mittelpunkt der Seite g = C'F, h hat den Wert h = % und h L AB.
Im Dreieck AAMF ist p?=a’+ (g)2 —a-g-cos a,
mit (10) pP=ad’+% —a-a ..(12),
im Dreieck ABCM ist P =ad>+ (g)z —a-g-cos B,

mit (11) F=a*+% —a a ..(13).



Im Dreieck AAGM ist p? = a% + h? (14),
im Dreieck AGBM ist ¢? =ai+h? ...(15),
(14)=(12) GG+h?=a?+% —a-a, 3=+ L —aa -2 ..(16),
(15)=(13) ar+h?=a? +f—a as, = \/(12—1-——@ as — h? (17),
a — az = aq, mit (16), (17) a—\/a2+——a a; —h? = \/a2—|—z—a-a2—h2,
quadriert a2—2'a-\/a2 + % —a-a; —h2+a? + gz—walfhg =a% 4+ %—a'ath‘z
a?—2-a- \/a2+——a a1 —h?—a-a; = —a-as,
|:a a—ay+ay=2- \/aQ—i-f—a a1 — h?,
quadriert a +a1+a2—2 a-a1+2-a-a3—2-a1-a2 = 4~a2+92—4~a~a1—4-h2,
3-a>—2-(a;+az)-at+2-ay-ag+g?—4-h?>—a? —a% =0,
|I3 a2_%.(a1+a2).a+%.92_§_h2_(al—?)a2)2:0’
negative Losung entfillt a=1%(a1+a2)+ \/W — 1.2+ 5-h24 M,
a?—4-ay-ap+da2
azé.(a1+a2)+\/W—é-g%r%-h?,
= %(al—i—ag—i-\/4-(a%—a1-a2+a§)—3‘92+12~h2),
mit den Werten aus b) a= é-(69—{—60+\/4-(692—69-60—}—602) —3-152-185—#12-2172),
a=4%-(120+ VA- 4221 124875+ 3 2377),
a=1.(120+ /16884 — 124875 + 168507),
a % - (129 + V60516), a =3 - (129 + 246),
a= 3 -375, a =125 ..(18).

Die Hexagonfigur hat eine Seitenlénge von betrigt a = 125 LE.

Der Flédcheninhalt des Hexagons besteht aus sechs Dreiecksfléchen von denen je zwei gleich sind.
Dann ist A= A] + Az + Ag)

A= (2 a4 -sino+i a h+%-a-%-sinp),
A=a-%-sina+a-h+a-%-sinp,
Sina=§,8inﬁ=§ A= (% S+h+§- f2 A:a-<g+h+§>,
192 27 4 19 _ 624
A= ST+ 82), A=125-%4
bt A= 30000 FE.

Das Hexagon hat fiir den ganzzahlige Wert von a einen Flicheninhalt von A = 39000 F'E.

In den anderen beiden Fiéllen kann a mit a = 115,09 LE und a = 99,89 LE formell berechnet
werden, so dass e = 192 und f = 195, fithrt dann aber zu einem Widerspruch mit A = 237. Nur
mit a = 125 LE werden alle Bedingungen erfiillt.

Ein grofies Dankesch6én an Andreas Grieser, Greifswald, der mit einer Geogebra-Zeichnung wich-

tige Vorleistungen lieferte.
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