Quadrat unter zwei Kreisen

Gegeben sind die Kreise k; mit dem Radius 7 und k; mit dem Radius R. Beide Kreise haben die
gemeinsame Tangente ¢ und beriihren sich untereinander im Punkt P . Ein Quadrat 1ABCD
mit der Seitenldnge a ist dem Raum zwischen den beiden Kreisen und der Tangente g einbe-
schrieben, so dass der Punkt A auf k; liegt, der Punkt B auf k; und der Punkt D auf g.

Welche Seitenldnge hat ein Quadrat mit maximaler und ein Quadrat mit minimaler Seitenldnge,
dass auf die beschriebene Art zwischen den beiden Kreisen und Geraden g liegt?

Die Ecke C darf nicht unterhalb von g liegen.

Aufgabe von Hidetoshi Fukagawa ,Das optimale Quadrat zwischen zwei Kreisen”, Japanese Temple Geometry
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a) Bestimmung der minimalen Seitenldnge a,,;, des Quadrates in Abhédngigkeit , R und a
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Der horizontale Abstand M;H = d beider Mittelpunkte M; und M, kann bestimmt werden.

Er betrigt R+7?=d?+ (R -7 d=2-VR-r (1)
Der Punkt O wird in den Koordinatenursprung gelegt und die y-Koordinate des Punktes A
befindet sich auf dem Kreis k; zwischen 0 und der y-Koordinate von M;j. Die Dreiecke AAFD
und AAGB sind stets zueinander kongruent.



Dann ist YA = XB— XA -(2),

Punkt A € k; X%+ (ya— r? =12, A+ —2-ya-r=0 ..(3),
2 2
Punkt B € ky (xB—2~\/R~r) +(yB—R)2:R2, (xB—2~\/Ror) =2-yp-R-y3,
2
positive Lsg. entfdllt yp =R - \/Rz - (xB -2 \/lTr) ..(4),
Steigung von hy = % mit (4) = yBy_—AyA ...(5).
R—[R2—(xg-2- VR7) — R-ya— AJR2—32 +4 Vr Roxp—4-r-R
(4) in (5), es entsteht m = (xByA V) v , m=—2 J xB;A e
mlt (2) - R—yA— \/Rz—(xA+yA);:4~ ﬁ-(xA+yA)—4~r~R .(6)

Der Punkt D ist der Schnittpunkt der Geraden h, mit der Tangente g auf der x-Achse.
Gerade hy mit hy LIy Yy—ya= —% (x—xn),
mity =0 Xp =M-Ya+ XA D(m-yas+xal0). (7).

Die Seitenldnge a = \/ (xa — xp)* + (ya — yD)2 des Quadrats kann berechnet werden.

Dann ist mit (7) a= \/(—m : ]/A)2 +(ya - 0)2, a=1ya- V1+m?, ..(8)

2

R—ya—/R2=(xa+y. > 14 VPR (x +ya)-47R
und (6) ﬂ:yA'\1+( 4= R4 A)yA (xa+ya) ),
2

vereinfacht a= yzzq +(R—yA - \/R2 — (x4 +yA)2+4- Vr-R-(xa +yA)—4-r-R) .
Die Seitenldnge des Quadrats ist abhdngig von x4 und ya.
Im AEAM; ist XA =71-Sina und ya=r1-(1-cos a) ...(9).

(9) wird in a eingesetzt, so dass 2 nur noch vom Winkel @ abhdngt. Die Funktion a (@) lautet

2

a= \/rz-(1—cosa)2+(R—r-(1—cosa)— \/Rz—rz-(l—cosa+sina)2+4- \/r-R-r-(l—cosa+sina)—4-r-R).

a(a) Einige Werte:
rincm Rincm ain®  ay;,incm
2 2,0 2,0 51,1867  0,7708
2,0 3,0 55,8575  0,9206
Ly 2,0 4,0 59,0420  1,0324
2,0 5,0 61,4133  1,1212
2,0 6,0 63,2768  1,1946
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Die lokale Extremstelle der Funktion a (&) = a,,;, gibt den Winkel im Bogenmaf3 fiir die kleinste
Seitenldnge des Quadrates in Abhdngigkeit beider Radien an.

b) Bestimmung der maximalen Seitenldnge a,,,; des Quadrates in Abhdngigkeit von r, R und a
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Es sind zwei Grenzfille zu betrachten.

1. Der Punkt B liegt auf gleicher Hohe mit dem Punkt A.

2. Die Punkte B und C liegen auf einer Tangente ¢ an den Kreis k.
Betrachtung von Fall 1

Die Steigung der Geraden h; durch die Punkte A und B ist m = 0.

(6) wird zu 0= Rvas \/Rz‘(xA+yA)2+4- VrR-(xa+ya)—47-R

A
(yA—R)ZzRZ—(xAy-I-yA)2+4- Vr-R-(xa+ya)—4-7-R,
O=2~yA~R—yi—(xA+yA)2+4~ Vr-R-(xa+ya)—4-7-R,
(xA+yA)1/2:2- Vr-R =+ \/yA-(Z-R—yA),
pos. Losung entfdllt 0=2- Vr-R— \/ya-(2-R—ya) —xa—ya,

mit (9) 0=2-Vr-R—+fr-(I1-cosa)-2-R—r-(1—cosa))—r-(sina+1—-cosa) ...(10).
(10) beschreibt eine Funktion f («), deren Nullstelle gesucht wird.
f@)
firR=5cm Die Nullstelle von f (a) liegt bei a = 1,16807,
21 und 7 = 2 cm was im Gradmafl a = 66,9257° sind. Dies ergibt
einen Funktionwert in a (@) von
1| a(66,9257°) = 1,21615.
Die Seitenldnge des Quadrats im Fall 1 fiir
R=5cmundr =2 cm betrdagta =1,21615 cm.

05 1 15 a

Betrachtung von Fall 2
Die Gerade h; durch die Punkte A und B verlduft durch M, so dass fiir die Steigung gilt
_ Yya-ym, _ ya-R
- XA T Xa2 VPR’
m~(xA—2- \/r~R)=yA—R,
mit (6) [R“JRZ(“WA);' m'(“*“)‘“'R] (-2 VI R)-ya+R=0  ..(11).
(11) beschreibt eine Funktion g (a), deren Nullstelle gesucht wird.
g (@)
fiir R =5 cm Die Nullstelle von g («a) liegt bei @ = 0,9892,
7| und 7 =2 cm was im Gradmafs @ = 56,6775° sind. Dies ergibt
einen Funktionwert in a (&) von
1| a(56,6775°) = 1,2011.
Die Seitenldnge des Quadrats im Fall 2 fiir
} } R=5cmundr =2 cm betragta = 1,2011 cm.
0.5 15 a

Die Nullstellen von f(a) haben immer einen grofieren Wert als die von g(a), so dass die
Seitenldnge des Quadrats im Fall 1 stets den maximalen Wert annimmt.

c) Bestimmung der Seitenldnge des maximalen Quadrats a,,,, nur in Abhdngigkeit von r, R
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Die Lange der Sehne s im Kreis k; kann bestimmt werden mit der Gleichung
S1 = 2'r-sin(%),

mitsin(%): J% s1=2-1- ll—cgsa’
it ©), ya = 2 s1=207- \E s= V2T -(12),

Analog kann die Lange der Sehne s, im Kreis k, ermittelt werden.

Sie hat eine Lange von Sp=V2-a-R ...(13).
Dann ist OE =0D +a+CE, OE = s?—a2+a+ \/sg—az,
mit (1), (12), (13) 2-Vr-R=V2-a-r—a2+a+ V2-a-R—-a2 ..(14).

Die Nullstelle der Funktion

Ka)= Vo @ r—d+a+ ya- @ R-@-2- Vr K

liefert wegen (14) die maximale Seitenldnge des Quadrats.

k (a)
3 fuirR=5cm
undr =2 cm
2 |1
11 Amax =1,2162 cm
+ 7 f

Eine Grenzwertbetrachtung bietet sich an.

Mit r = 1, ist (14) 2-VR=+a-2-a)+a+ +a-(2-R—-a),
a’+2.a% \/a-(Z—a)+4-a-(1+ \/a-(Z—a))+4 \/a3-(2- \/a-(Z—a)+a-(5+ \/u-(Z—u))—Z-az)

nach R umgestellt R = PP , ..(15)
a’+2-a% \/a~(4—u)+8-a-(2+ \/a~(4—a))+4-a- V2- \/uv(4~ \/uv(4—a)+a~(10+ \/a~(4—a))—2-a2)
mit r = 2 R= P ..(16).

Der Nenner strebt in (15) fiir a — 2 gegen Null, der Zahler ist beschrankt und strebt gegen 32.

In (16) strebt der Nenner fiir a — 4 gegen Null, der Zahler ist beschrankt und strebt gegen 200.
In diesen beiden Fillen und in allen Fillen, wo r fest ist und der Nenner mit einem festen
a gegen Null strebt, strebt R gegen unendlich. Damit ist 2 der Grenzwert fiir das maximale
Quadrat.

Dies bedeutet I%im amax:%im (\/a-(Z-r—a)+a+ \/a-(2-R—a)—2- \/r-R),
I%im Apax = 21 .

d) Vergleich einiger Seitenldngen bei gegebenen Radien

7incm Rin cm Amin IN CM Amay IN CM
2,0 2,0 0,7708 0,8000
2,0 3,0 0,9206 0,9723
2,0 4,0 1,0324 1,1062
2,0 5,0 1,1212 1,2162

2,0 6,0 1,1946 1,3095



e) Bestimmung der Seitenldnge des minimalen Quadrats a,,;,, nur in Abhdngigkeit von r, R
Dr. Eugen Willerding hat eine biquadratische Gleichung 14. Grades gefunden, die fiir R = 1
und r = 1 die minimale Lange der Quadratseite angibt.
Sielautet 0 = —3392 + 25376 - 4> — 17436 - a* + 2253 - a° + 282 -a® + 42 -a'% - 28 -4’ + 4 - ™.
Wolfram Mathematica kann die Gleichung nach a auflosen und liefert den Wert
Amin = 0,38539836298327001991.

Andreas Grieser fand sogar eine Beziehung zwischen den Winkeln «, € und dem Verhiltnis

_ . . . _ . 2
v = %. Die Gleichung lautet SineE="7- (cos a—-sina—1+ %)

2

Dannist a(a,e,0)=2-R- \/02 - sin (%)4 + (0 - 5in (%)2 —sin (%)2) )

Man kann beide Gleichungen zusammenfiihren und die entstandene Gleichung dann nach «
ableiten. Diese dann implizit gegebene Extremalbedingung = 0 l4fit sich zusammen mit der
Ausgangsgleichung (a= ) mit dem in Wolfram Mathematica implementierten Resultantenver-
fahren zu einer einziegen, allgemeingiiltigen Endformel ausarbeiten. Die allgemeine Gleichung,
die fiir das Verhéltnis von v = £ einen genauen Wert fiir die minimale Seitenlénge a,,;,, des Qua-
drats liefert, lautet

0 =32-a%° —8-(132 Vi@ + 3302 — 1140 — 28 Vo + 61) -a'® + (17568 Vo? — 22432 Vo5 + 3360 Vo7 +23610* +58200° + 676602 —
77960 —3168 o +2785)-a16 —4-(26328 Vo? — 42718 Vo5 +43420 Vo7 — 6602 Voo +5468 Voll +1787v° —81250° —23974v* +
229650 — 871717 — 35940 — 3704 v + 1726) - a™* + 4 - (56912 Vo? — 113312 Vo5 + 82320 Vo7 — 169180 Vo + 48592 Vo'l —
83548 Vo3 +7368 Vo5 +15410° — 1833407 +466680° +1599860° — 1764950 +2483040° —895520% +79920—5760 /o +1396)-
1124+16-(—4176 Vo3 +16200 Vo5 —3200 Vo7 +36088 Voo —250984 Voll +96464 Vo> —110888 Vol5 +24568 Vo7 +1096 Volo +
34010 +93840° — 2244508 + 8185607 +1053660° — 615540° + 1743260 — 1416120° + 3794002 — 63520 — 160 Vo +112)-a'0 +64-
(=800 Vo3 +3168 Vo5 —5008 Vo7 +12292 Voo +36060 Vol —145288 Vo13+26432 Vol5—42900 Vol7 +6212 Vol9+2748 Vo2l +
32 VoB + 012 + 4180 + 8870010 — 363340° + 10333608 + 3584007 + 150920° + 712680° — 692070* + 289200° — 47360% + 5760+
192 Vo +16)-a8—256- 12 (1280 Vo3 +3928 Vo5 —5284 Vo7 —10588 Voo +60212 Vol +22888 Vol3 —872 Vo5 +7816 Vol +
140 Vol° + 5010+ 15360° + 1664408 —3392407 —82880° — 1618405 —82540* +230880° — 751602 + 15680+ 544 /o +48)-a° +1024-
04 (=744 V03 +2360 Vo5 +2256 Vo7 —10772 Vo° —5900 Vo' +6648 Vo13+216 Vo5 +908+19060” +61970° +72840° +98070v* +
164003 — 272002 + 14080 + 544 /o +52) - a* — 4096 - 0° - (—384 Vo3 + 488 Vo5 + 1940 Vo7 +1524 Vo© +140 Vo'l + 706 +9240° —
7520* —12560° + 21607 + 4480+ 224 /0 +24) -a% + 3276818 - (=60 Vo? —60 V0O +16 Vo7 +0* +680° + 5402 + 160+16 Vo +2).

Ein Beispiel: r =2, R =5,0=2, ¢ =4438351°, a = 61,4133, Amin = 1,1212.

© Grieser/Bertram/Willerding/Rubin




