Vier Viertelkreise im Quadrat

In einem Quadrat JABC'D sind die Eckpunkte jeweils Mittelpunkte von Viertelkreisen.
Welche Flache A nimmt der Bereich ein, den alle vier Viertelkreise gemeinsam haben?
D, C

A B
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Losung

a) Fliachenbetrachtung 1
D, C

Al T B
Die Punkte A, B und H bilden ein gleichseitiges Dreieck mit der Seitenlénge r. Das Kreissegment
Agrim kann berechnet werden mit der Gleichung — Agrin = % 2. (a — sin a).

Dann ist mit « = 60° Agrim = %-72 (5 —8in 60°),  Agrin = r2. (% — % . \/§> (D).
Die Flache Appqun entsteht aus der Differenz eines Zwolftelkreises und dem Kreissegment A gy,
Es ist mit (1) Apraun = % Tt — Agriin,  Abraun = % o2 —r2. (% — %),

Abraun = r?. (@ - %) (2)
Die gesuchte Flache A kann nun bestimmt werden.
So ist mit (2) A=72—4- Aprouns A:r2—4-r2.(§—%),

A:,nz,<1f\/§+g> A —31515%

AQuad'r‘at




b) Flachenbetrachtung 2
D, C

A B

Der Winkel <M BH hat eine Grofle von 15°. Zwei Seiten der grauen Dreiecksfliche sind der
Radius r und die halbe Diagonale e = % /2 -1 des Quadrats. Dann ist

mitsinl!ﬁ":\2[.3—\751 Agmu:%-e-r-sinwo, Agmu:%-%-\/ﬁ-r-ro‘f\}l,
Agrau =r?. \/58—1 (3)

Der Kreisausschnitt BH FE, ebenfalls ein Zwolftelkreis, setzt sich aus zwei grauen Dreiecken und
einem Viertel der gesuchten Fliache A zusammen,

so dass %'W'T2:%+2'Agmua L'7'1"7“2_A-i—2-7“2'%
%‘71"7‘22.44-7’2'\/3—1 A:r2-(1—\/§+

c¢) Flachenberechnung durch ein Integral
D, o

. B

Der Punkt A wird in den Koordinatenursprung gelegt. Die x-Koordinate vom Punkt G muss
bestimmt werden. Der griine Viertelkreisbogen hat die Gleichung kgpi, : 2?4+ y? =12

Mit y = %, entsteht kgrim : 2% =1? — (5)2, T12 = j:? T,
negative Lsg. entfallt z(G) = @ - ..(4).
Integrationsgrenzen: 5 und ? T ..(5).

V3
Dannist mit (4) und (5) 4 = [ (fprin(z) — ) - do,
3



A=4. \/T2—$2-d$—2'7"-(73'7“—%> ...(6).

Um die Stammfunktion von [ +/r? — 2?2 - dz zu finden, muss substituiert werden. So wird mit

r=r-sin o, a=arcsin(¥), o (r) = \/Tij und dz = 42,

mw\:“lé

o
Das ergibt [Vr2 —22.de = [Vr?2 =12 sin2a - V12 —r2 - sina - da,
[Vr2 —22.de =72 [(1 - sina) - da,

2

mit 1 — sina = cos?a [Vr?2 —22.dx =1r?- [cos’a - da,
2
T

cos?a = % [vrt—a?-de =% - [(cos(2a) + 1) - dov.
Die Stammfunktion ist [ v7? —a? - dx = % . (% - sin(2a) + a) +c (7).
. — aresin (27 — aresin (3
obere Intervallgrenze: a = arcsin | 2— |, a = arcsin (5" ), ..(8)
1
untere Intervallgrenze: — « = arcsin 2:), a = arcsin (%) .(9).
) 2 1 ) arcsin(?) 9
(7), (8), (9) in (6) A=da-| 5[5 sin(20) + a}mm(%) -2 (V3-1),
arcsin(@)
2-arcsm(%):60° =r?. [sin(2a) +2-a] () —7"2-(\/3—1),
arcsin 3

A=r
2 - arcsin (73) =120° A=r2. (@—1—1200—@—600 —r2. (\/3—1),
A=r

2-(600—\/54-1), A:TQ-(I—\/§+§>.

d) Flachenbestimmung mit der Monte-Carlo-Methode
Es werden zufillig Punkte in das Quadrat gesetzt und die Punkte in der Flache A ausgezahlt.

Je mehr Punkte gesetzt werden, um so genauer wird ein Nédherungswert fiir den gelben Fliachen-
. . __ Anzahl der Punkte in der gelben Flache 2
anteil. Es ist A = Gesamzzahl der Punkte .

P

@

In diesem Beispiel sind 384 von 1223 Punkten im gelben Flachenbereich, was einem Anteil von
31,4% entspricht.
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