Wurzelaufgabe 2022-22
Fiir welche positiven natiirlichen Zahlen k kann die Summe von k aufeinanderfolgenden
natlirlichen Zahlen die k-te Potenz einer natiirlichen Zahl sein?

Losung
Die k aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen seien a,a+1,a+2,...,a+(k—1) und

n* sei die k-te Potenz.
k—1

Wir suchen die obigen k natiirlichen Zahlen, fiir die Y (a +i) = n* sein kann.

i=0

k-1 _
(a+i)=ak+ k (k2 Y . Wir betrachten also die Gleichung a-k + k (k2 b _ n*
i=0
<=  [{2a+k—-1)=2n" (1)

Behauptung: Fiir 4£=0 mod 4 kann Gleichung (1) fiir kein a und kein n gelten, aber fiir
k=1 oder 2 oder 3 mod 4 kann man a und n angeben, fiir welche (1) gilt.

Beweis:
1.)Sei k =4-1 .Wirsetzen dies in (1) ein und erhalten 4--(2-a + 41— 1) = 2-n'*"
= 2.1(2a+4l-1)=n"" @)

a) Sei n eine ungerade Zahl, dann auch »'*" ; die rechte Seite der Gleichung (2)
wire ungerade, aber die linke Seite gerade. Dies ist nicht moglich.

b) Sei nun n eine gerade Zahl, d.h. »n=2m :
Gleichung (2) wiirde lauten  2-/-(2-a + 4-1 — 1) = 24.p*! 3)
Wir konnen schreiben [/ =2°-¢ mit ggT(2,q)=1und e>0 .

Dies eingesetzt in Gleichung (3) ergibt  2'“™-g-(2-a + 4-1 — 1) = 244"
= g(2a+41-1)= gl4t)=le+1)  [41) 4)

Nun ist der Exponent 4/ —(e+1)>1 ,denn 41 =2"?.g>e+2 .
Es ist daher jetzt die rechte Seite von (4) gerade, aber die linke ungerade.
Dies ist wiederum nicht moglich.

2)Sei k=41+1 mit /=20 .Wirwdhlen n=#k=4/+1 ,setzenin Gleichung
(1) ein und erhalten (4-/+1)(2-a + 4-1) = 2-(4-1+1)*"*"
=>  g=(41+1)"-21
Gleichung (1) istalsomit n=k=47/+1 und a=(4/+1)" -2 erfiillt.
Beispiele dazu: 1=1=>k=5,n=5 und a=5"-2=623
=2 =>k=9,n=9und a=9"-4=143046717

3)Sei k=47+2 mit />0 .Den Fall =0 behandeln wir gesondert:

Gleichung (1) lautet dann  2:(2-¢ + 1) =2-n" => = %
Damit a ganzzahlig wird, muf3 man fiir n eine ungerade Zahl wahlen.
Fiir n=1 wird a=0. Soll a positiv sein, mufl man fiir n eine ungerade Zahl >=3

wihlen. Wir wihlen n=3 und erhalten a=4. Wir schen 4+5= 3" .

Fur k=47+2 - mit /=1 -kOnnenwir #n = % =2-/+1 wihlen.



Gleichung (1) lautet dann  (4-1+2){(2-a+4-1+1) = 2-(2-1+1)*"*?

(2:1+1)*" = (4-141)
2

Beispiel: 1=1,d.h. k=6. Esistdannn=3 und « =

3¥-5

=119

4)Sei k=41+3 mit />0 .Wirwihlen n=k=4/4+3 ,setzen in Gleichung
(1) ein und erhalten (4:/43)(2-a + 4-142) = 2-(4-1+3)*"*¥

= g =(41+3)"" = (2:141)

Zwei Beispiele dazu: a) 1=0 =>k=n=3 und a=3"-1=8 , 8+9+10=27= 3°
b)I=1=> k=n=7 und a=7°-3=117646



